
西北大学学报!自然科学版"

!"!# 年 ! 月#第 $# 卷第 % 期#&'()#!"!##*+,)$##-+)%

.+/012,+3-+0456'74819:'0794;!-24/02,<=9'1='>?949+1

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

"

@@ 收稿日期!!"!$A"BA"%@@修回日期$!"!$A"bA"B

@@ 基金项目!国家自然科学基金!%!%B%Ca!"%陕西数理基础科学研究项目!!C.<D""b"&

@@ 第一作者!张琴#女#博士研究生#从事形式概念分析等研究#KLL+1,;%M%#C)=+Z&

@@ 通信作者!魏玲#女#教授#博士生导师#从事形式概念分析(粒计算(三支决策理论等研究#6,M16/)'?/)=1&

!粗糙集与形式概念分析中的约简研究!

形式背景的基与基数及其性质

张@琴%!!

!魏@玲%!!

%)西北大学 数学学院#陕西 西安@B%"%!B%!)西北大学 概念(认知与智能研究中心#陕西 西安@B%"%!B

摘要@保持二元关系不变的概念约简是形式概念分析中的一个重要研究方向!可在不丢

失原始信息的前提下仅选择一部分概念进行知识发现" 一个形式背景的不同概念约简中

的概念个数可能不同!其中概念个数最少的概念约简表明用最少的概念就能恢复原始背

景的所有二元关系!可极大地简化知识表示方式" 首先!给出形式背景的基与基数#最膨

胀概念约简及最压缩概念约简的定义!并研究它们的性质(其次!研究形式背景的基与对

象概念集 )属性概念集* 的关系!继而给出对象概念集 )属性概念集*是基的等价刻画(

最后!从形式背景的&'00'07维数与集合维数角度给出形式背景的基数范围"
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@@德国数学家h9,,'于 %ab! 年提出形式概念分

析!&+0Z2,O+1='[4J12,;797# &OJ"

+%,

#并与i214'0

进行了更为深入的研究+!,

& 作为数据分析和知

识发现的有力工具#&OJ已广泛应用于信息检

索(知识发现(机器学习等领域+CAa,

&

约简理论是形式概念分析中的重要研究议

题& &OJ中关于可约属性的分析最早由 i214'0

和h9,,'提出+!,

& 随后张文修和魏玲等于 !""$

年提出了属性约简理论+%",

#其本质是用极小的属

性子集保持概念格结构不变+%%,

& 之后#有学者陆

续提出保持粒概念+%!,

#交(并不可约元+%CA%N,不变

的属性约简& 属性约简还被推广至多种不同背景

和意义下研究#例如#模糊形式背景+%$A%#,和三支

概念分析+%B,下的属性约简&

属性约简在保持原始概念格结构或其他主要

特征不变的前提下删除冗余属性#但此过程必然

会丢失原始背景的部分信息& 为避免原始信息的

损失#魏玲等借鉴用 &OJ解决布尔因子分析问题

的思想+%bA!",

#提出保持二元关系不变的概念约

简+!%A!!,

& 概念约简在不损失形式背景中原始信

息的前提下减少概念数量(简化知识表示方式#从

而降低使用&OJ解决问题的复杂性& 随后#许多

学者就求解概念约简的方法进行研究#例如$谢小

贤等基于布尔矩阵运算研究了概念特征和概念约

简+!C,

%王霞等提出一种基于概念可辨识矩阵的保

持二元关系不变的概念约简方法+!N,

%马文胜等利

用同效关系给出求解概念约简的新方法+!$,

%D52+

等给出代表概念矩阵的定义#并利用其给出一种

直观的求解所有概念约简的方法+!#,

& 基于不同

形式背景的概念约简呈现不同语义这一事实#魏

玲等定义了对称形式背景#并证明对称概念集是

一个概念约简+!B,

%对于不完备形式背景#朱朵朵

等给出了三类 <>AP<P概念约简的获取方法+!b,

%在

弱协调决策形式背景上#李炎等研究了保持规则

前件信息的概念约简问题+!a,

&

概念约简的核心思想是在保持原始背景的所

有二元关系不变的前提下寻找极小的概念子集&

而一个形式背景的不同概念约简中的概念个数可

能不同#其中概念个数最少的概念约简 !本文称

为形式背景的基" 表明利用最少的概念就能还原

形式背景的所有二元关系#可极大地简化知识表

示方式& 事实上#形式背景的基相当于形式背景

中二元关系的最优矩形覆盖#它可以高效地解决

与信息检索(数据挖掘(文本特征提取等相关的问

题+#Aa,

& 因此形式背景的基在概念约简中占据重

要的地位#有必要对其展开研究& 另外#i214'0和

h9,,'给出形式背景的 &'00'07维数和集合维数本

质上是能覆盖原始背景所有二元关系的一些特殊

二元关系的最小个数+!,

#因此#它们与形式背景

的基中的概念个数有着密切的联系&

本文首先定义形式背景的基与基数并讨论它

们的性质%其次#研究形式背景的基与对象概念

集(属性概念集的关系%最后#探讨形式背景的基

数与形式背景维数的关系&

<=预备知识

定义<

+%,

@称三元组C;!A#Z#G"为形式背

景#其中A;55

%

#5

!

#6#5

-

7 为对象集#5

.

!.

$

-"

称为对象%Z ;50

%

#0

!

#6#0

?

7 为属性集#0

U

!U

$

?" 称为属性%G

7

A=Z为A与Z之间的二元

关系&对于任意的 5

)

A及0

)

Z#若!5#0"

)

G#

称对象 5具有属性0#记为 5G0&

形式背景C;!A#Z#G" 的补背景定义为 C

)

;!A#Z#G

)

" ;!A#Z#A=Z�G"&

对于任意的对象子集 H

7

A#属性子集 I

7

Z#h9,,'定义了一对导出算子+%,

$

H

<

;50

)

Z[

+

5

)

H#5G07# !%"

I

<

;55

)

A[

+

0

)

I#5G07& !!"

导出算子的相关性质见文献+!,&特别地#对

于任意的对象 5

)

A#属性0

)

Z#记557

<为 5

<

#

507

< 为0

<

&

设!A#Z#G" 为形式背景#对于任意的 5

)

A#

有 5

<

49

且 5

<

4

Z#对于任意的0

)

Z#有0

<

49

且0

<

4

A#则称形式背景是正则的&对于任

意的 5#"

)

A#0#$

)

Z#若 5

<

;"

< 时有 5 ;"

且0

<

;$

<时有0;$#则称形式背景是净化的&

本文讨论的形式背景都是正则且净化的&

若一个二元对!H#I" !H

7

A#I

7

Z" 满足

H

<

;I且I

<

;H#则称!H#I" 是一个形式概念#

简称概念&其中H称为概念的外延#I称为概念的

内涵&事实上#通过对形式背景的行(列进行适当

的交换和调整#可使每个概念的外延和内涵形成

一个矩形交叉块+!,

#因此本文亦称概念为极大矩

形块&

在C;!A#Z#G"中#对于任意的对象 5

)

A#

属性0

)

Z#!5

<<

#5

<

" 和!0

<

#0

<<

" 分别称为

对象概念和属性概念&记形式背景 C中概念的全

-!N%- 西北大学学报!自然科学版"@@@@@@@@@@@@@@@@@第 $# 卷



体为 8!C"#对象概念的全体为 !̂8!C""#属性概

念的全体为R!8!C""&

对于任意的!H

%

#I

%

"#!H

!

#I

!

"

)

8!C"#定义

偏序关系

!H

%

#I

%

"

$

!H

!

#I

!

"

=

H

%

7

H

!

!I

%

>

I

!

"#

则 8!C" 形成一个完备格#称为概念格&其中

上(下确界分别为

?

*

)

B

!H

*

#I

*

" ;!!

*

*

)

B

H

*

"

<<

#

8

*

)

B

I

*

"#

@

*

)

B

!H

*

#I

*

" ;!

8

*

)

B

H

*

#!

*

*

)

B

I

*

"

<<

"#

式中#B为指标集&

例 <= 表 % 是一个形式背景 C

%

;!A

%

#Z

%

#

G

%

"#其中#对象集A

%

;5%#!#C#N7#属性集Z

%

;

5##2#)#37&如果某对象具有某属性#则在该对象

行与该属性列的交叉处用 =标记#否则不标记&

形式背景C

%

对应的概念格 8!C

%

" 如图 %所示#其

中#)

.

!.;%#6#%"" 表示相应概念编号&该形式

背景的对象概念的全体和属性概念的全体分别为

!̂8!C

%

"" ;5)

$

#)

B

#)

b

#)

a

7#R!8!C

%

"" ;5)

!

#)

C

#

)

N

#)

#

7&

表 %@形式背景C

%

]2()%@J3+0Z2,=+14'K4C

%

A

%

# 2 ) 3

% w w

! w w w

C w w

N w w w

图 %@概念格 8!C

%

"

&9Y)%@J=+1='[4,2449='8!C

%

"

?=形式背景的基的定义及其性质

魏玲和曹丽等提出的概念约简是指保持形式

背景二元关系不变的极小概念集+!%A!!,

& 本节在

回顾概念约简基本定义的基础上#研究概念个数

最少的概念约简及其性质&

定义 ?

+!%(!!,

@设C;!A#Z#G" 为形式背景#

8!C"为其概念格#!

7

8!C"&若G;

*

!H#I"

)

!

H=I#

则称!为保持二元关系不变的概念协调集#简称

概念协调集% 若对于任意的 !V#_"

)

!# 有 G

4 *

!H#I"

)

!�5!V#_"7

H=I#则称!为保持二元关系不

变的概念约简#简称概念约简&

记形式背景 C的所有概念约简的集合为

"!C"&

引理 <

+!%(!!, 对象概念的全体 !̂8!C"" 与属

性概念的全体R!8!C"" 均为概念协调集&

例 ?=!续例 %" 根据定义 !#表 %的概念约简

共 a 个# 分别为$ 5)

$

#)

#

#)

b

#)

a

7# 5)

$

#)

B

#)

b

#)

a

7#

5)

!

#)

C

#)

N

#)

#

7#5)

C

#)

$

#)

#

#)

b

7#5)

!

#)

C

#)

$

#)

#

7#5)

!

#

)

C

#)

N

#)

B

#)

a

7#5)

!

#)

C

#)

$

#)

B

#)

a

7#5)

!

#)

N

#)

#

#)

b

#)

a

7#

5)

!

#)

N

#)

B

#)

b

#)

a

7&

由例 ! 可知#对于一个形式背景#其不同概念

约简中概念的个数可能不同&本文把概念个数最

少的概念约简称为形式背景的基&

为方便起见#本文用[-[表示集合的势&

定义 @=设C为形式背景# !

X

)

"!C"& 若

[!

X

[;Z915[! [[!

)

"!C"7#则称!

X

为C

的一个基%进一步#称 [!

X

[为 C的基数#记为

O20?!C"&

由于形式背景的概念约简必存在+!!,

#结合定

义 C#有以下结果&

定理 <=形式背景的基必存在&

根据引理 % 和定义 C#得到以下性质&

性质 <= 设 C;!A#Z#G" 为形式背景#则

O20?!C"

$

Z91![A[# [Z["&

证明@由于C;!A#Z#G"是净化背景#所以

[̂ !8!C"" [;[A[且[R!8!C"" [;[Z[&由引

理 % 和定义 C 知O20?!C"

$

Z91![̂ !8!C"" [#

[R!8!C"" ["#因此O20?!C"

$

Z91![A[#[Z["&

性质 % 表明形式背景的基数比其对象集的势

和属性集的势都小&

例 @=!续例!" 表%所示的形式背景C

%

的基

-CN%-第 % 期@@@@@@@@@@@@@@张琴#等$形式背景的基与基数及其性质



为 5)

$

#)

#

#)

b

#)

a

7# 5)

$

#)

B

#)

b

#)

a

7# 5)

!

#)

C

#)

N

#)

#

7#

5)

C

#)

$

#)

#

#)

b

7# 5)

!

#)

C

#)

$

#)

#

7&C

%

的 基 数 为

O20?!C

%

" ;N&

从例 C 可以看出#形式背景的基并不唯一&记

形式背景C的所有基的集合为 #!C"&称不是基

的概念约简为一般概念约简#记所有一般概念约

简的集合为$!C"&

为方便后文研究形式背景的基与对象概念

集(属性概念集之间的关系#下面在形式背景的基

的基础上定义最膨胀概念约简与最压缩概念约

简&

设!

7

8!C"#P-]!! " ;5I[!H#I"

)

! 7

表示!中所有概念的内涵构成的集合&

定义 A=设C为形式背景#!

)

#!C"&若

(

I

)

P-]!!"

[I[;Z2K5

(

I

X

)

P-]!!

X

"

[I

X

[[!

X

)

#!C"7#

则称 !为最膨胀概念约简% 若
(

I

)

P-]!!"

[I[;

Z915

(

I

X

)

P-]!!

X

"

[I

X

[[!

X

)

#!C"7#则称!为最压缩

概念约简&

事实上$最膨胀概念约简就是形式背景的基

中概念内涵的势之和最大的概念约简%最压缩概

念约简就是形式背景的基中概念内涵的势之和最

小的概念约简&

推论 <=形式背景的最膨胀概念约简和最压

缩概念约简必存在&

实际上#我们可以发现最压缩概念约简(形式

背景的基(最膨胀概念约简中各自概念的内涵构

成的集合之间具有逐项包含的关系&

定义 B

+%%,

@设E#8是集族且[E[;[8[&若

对于任意的E

%

#E

!

)

E且E

%

4

E

!

#存在 8

%

#8

!

)

8且 8

%

4

8

!

使得E

%

7

8

%

且E

!

7

8

!

#则称E逐项

包含于 8#记为E

A

8&

性质 ?=设C;!A#Z#G"为形式背景#!

X

)

#!C"#!

>

为C的最膨胀概念约简#!

O

为C的最压

缩概念约简#则P-]!!

O

"

A

P-]!!

X

"

A

P-]!!

>

"&

证明@先证P-]!!

O

"

A

P-]!!

X

"&首先#由

定义 N 可知yP-]!!

O

" [;[P-]!!

X

" [%其次#假

设P-]!!

O

"

A

P-]!!

X

" 不成立#则存在1

%

#1

!

)

P-]!!

O

"!1

%

4

1

!

"# 对于任意的 6

.

#6

U

)

P-]!!

X

"!6

.

4

6

U

"#有1

%

B

6

.

或1

!

B

6

U

&以下分

两种情形证明&

情形 %#1

%

B

6

.

且1

!

B

6

U

#从而对于任意的

6

)

P-]!!

X

"#有1

%

B

6且 1

!

B

6&情形
!

#在

P-]!!

X

" 中存在某些元 6

,

#6

*

!,

)

D#*

)

B#D#B

为指标集" 满足1

%

;

*

,

)

D

6

,

且1

!

;

*

*

)

B

6

*

&则对任

意的!5#0"

)

1

%

<

=1

%

*

1

!

<

=1

!

#有!5#0"

)

!

*

,

)

D

6

,

<

=6

,

"

*

!

*

*

)

B

6

*

<

=6

*

"&又由于P-]!!

O

"

A

P-]!!

X

" 不成立# 则此时必存在 !5

"

#0

"

"

) *

1

.

)

P-]!!

O

"�51

%

#1

!

7

1

.

<

=1

.

7

G#但!5

"

#0

"

"

C

6

<

=

6#从而!5

"

#0

"

"

C *

6

)

P-]!!

X

"

6

<

=6#与!

X

)

#!C"

矛盾&情形
"

#在1

%

#1

!

中至少存在一个元!不妨

设为1

%

" 满足1

%

不等于P-]!!

X

" 中任意一些元

的并#则必然存在!5

"

#0

"

"

)

1

%

<

=1

%

7

G但!5

"

#

0

"

"

C

6

<

=6#从而!5

"

#0

"

"

C *

6

)

P-]!!

X

"

6

<

=6#与

!

X

)

#!C" 矛盾&

情形 !#1

%

B

6

.

且1

!

7

6

U

#从而对于任意的

6

)

P-]!!

X

"# 有 1

%

B

6且 1

!

7

6& 则 1

!

7 8

6

)

P-]!!

X

"

6;

8

6

)

P-]!!

X

"

6

<<

;!

*

6

)

P-]!!

X

"

6

<

"

<

;

A

<

;

9

#即1

!

;

9

#与1

!

)

P-]!!

O

"矛盾&1

%

7

6

.

且1

!

B

6

U

时类似可证&

综上# 有 P-]!!

O

"

A

P-]!!

X

"& 类似可证

P-]!!

X

"

A

P-]!!

>

"&

由性质 !#可得如下唯一性定理&

定理 ?=形式背景的最膨胀概念约简与最压

缩概念约简必唯一&

证明@假设!

>

%

和!

>

!

都是形式背景C的最

膨胀概念约简#由性质!知P-]!!

>

%

"

A

P-]!!

>

!

"

且 P-]!!

>

!

"

A

P-]!!

>

%

"# 此 时 我 们 断 言

P-]!!

>

%

" ;P-]!!

>

!

"&事实上#设 P-]!!

>

%

" ;

5I

%

#I

!

#6#I

$

7#P-]!!

>

!

" ;5_

%

#_

!

#6#_

$

7#由

P-]!!

>

%

"

A

P-]!!

>

!

"#不妨假设I

.

7

_

.

!%

$

.

$

$"&又由P-]!!

>

!

"

A

P-]!!

>

%

"#则对于任意的_

,

)

P-]!!

>

!

"!%

$

,

$

$"#存在I

*

)

P-]!!

>

%

"!%

$

*

$

$"#使得_

,

7

I

*

#从而_

,

7

I

*

7

_

*

&对于

_

*

)

P-]!!

>

!

"#则存在I

4

)

P-]!!

>

%

"!%

$

4

$

$"#使得_

*

7

I

4

#从而_

,

7

I

*

7

_

*

7

I

4

7

_

4

&重

复上述步骤#一定能找到I

,

)

P-]!!

>

%

"#使得_

,

7

I

*

7

_

*

7

I

4

7

_

4

6

7

I

,

&于是_

,

7

I

*

7

_

*

7

I

4

7

_

4

6

7

I

,

7

_

,

#故_

,

;I

,

&由_

,

的任意性#

有P-]!!

>

%

" ;P-]!!

>

!

"#因此!

>

%

;!

>

!

&故形式

背景的最膨胀概念约简唯一&类似可证最压缩概

念约简的唯一性&

记形式背景C的最膨胀概念约简与最压缩概

念约简分别为F!C" 和1!C"&

例A=!续例C" C

%

的最膨胀概念约简和最压
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缩概念约简分别为 F!C

%

" ; 5)

$

#)

B

#)

b

#)

a

7 和

1!C

%

" ;5)

!

#)

C

#)

N

#)

#

7&则P-]!F!C

%

"" ;5#)#

#2#2)3##237 且P-]!1!C

%

"" ;5##2#)#237&

取 C

%

的一个基 !

X

; 5)

C

#)

$

#)

#

#)

b

7# 则

P-]!!

X

" ; 5#)##2#)#237& 故 P-]!1!C

%

""

A

P-]!!

X

"

A

P-]!F!C

%

""&

此外#根据基(最膨胀概念约简及最压缩概念

约简的定义可得到以下性质&

性质@=设C为形式背景#则F!C"#1!C"

)

#!C" 且#!C"

7

"!C"&

性质 A=设 C为形式背景#!

8

)

$!C"#则

O20?!C" ;[F!C" [;[1!C" [

$

[!

8

[&

性质 B= 设 C为形式背景#!

X

)

#!C"#则

(

1

.

)

P-]!1!C""

[1

.

[

$

(

6

.

)

P-]!!

X

"

[6

.

[

$

(

F

.

)

P-]!F!C""

[F

.

[&

@=形式背景的基与对象 $属性% 概

念集的关系

@@本节研究形式背景的基与对象 !属性" 概念

集的关系&

引理?=设C;!A#Z#G"为形式背景#8!C"

为其概念格&对于任意的!H#I"

)

8!C"!H#I

4

9

"#存在 5

)

A#0

)

Z#使得0

<<

7

I

7

5

<

&

证明@设!H#I"

)

8!C"!H#I

4 9

"#则对

于任意的 5

)

H#有I;H

<

7

5

<

#且对于任意的

0

)

I#有0

<<

7

I

<<

;I&

引理 ! 表明对于任意一个概念#都能找到一

个对象概念#使得该概念的内涵包含于该对象概

念的内涵%同时也能找到一个属性概念#使得该概

念的内涵包含该属性概念的内涵&

下面给出最膨胀概念约简!最压缩概念约

简" 与对象概念集 !属性概念集" 之间的关系&

定理 @=设C为形式背景#!

)

#!C"&若 !

7

!̂8!C""#则!;F!C"%若!

7

R!8!C""#则

!;1!C"&

证明@假设!

4

F!C"#则由性质 !可知#存

在!

"

)

#!C" 使得P-]!!"

A

P-]!!

"

"&从而对

于任意的 5

<

)

P-]!!"#都存在I

"

)

P-]!!

"

"使

得 5

<

7

I

"

# 与引理 ! 矛盾& 因此# 若 !

7

!̂8!C""# 则 ! ; F!C"& 类似可证若 !

7

R!8!C""#则!;1!C"&

定理 C 表明形式背景的基中的元素如果都是

对象概念#则它一定是最膨胀概念约简%如果都是

属性概念#则它一定是最压缩概念约简&

注 <=定理 C 的逆命题不一定成立#即$最膨

胀概念约简不一定包含于对象概念集%最压缩概

念约简不一定包含于属性概念集&

例 B= 表 ! 是一个形式背景 C

!

;!A

!

#Z

!

#

G

!

"#其中对象集A

!

;5%#!#C#N#$##7#属性集Z

!

;5##2#)#3#%#O7&图!为相应的概念格 8!C

!

"#其

中#3

.

!.;%#6#%!" 表示相应概念编号&该形式

背景的对象概念的全体和属性概念的全体分别为

!̂8!C

!

"" ; 53

$

#3

B

#3

b

#3

a

#3

%"

#3

%%

7#R!8!C

!

""

;53

!

#3

C

#3

N

#3

$

#3

B

#3

b

7&

该形式背景的概念约简共 # 个#分别为$53

$

#

3

#

#3

B

#3

b

7# 53

!

#3

C

#3

N

#3

$

#3

B

#3

b

7# 53

$

#3

B

#3

b

#3

a

#

3

%"

#3

%%

7# 53

C

#3

N

#3

$

#3

B

#3

b

#3

%"

#3

%%

7# 53

!

#3

N

#3

$

#

3

B

#3

b

#3

a

#3

%%

7#53

!

#3

C

#3

$

#3

B

#3

b

#3

a

#3

%"

7&由定义 N

知F!C

!

" ;53

$

#3

#

#3

B

#3

b

7#但53

$

#3

#

#3

B

#3

b

7

B

!̂8!C

!

""%类似地#1!C

!

" ;53

$

#3

#

#3

B

#3

b

7#但

53

$

#3

#

#3

B

#3

b

7

B

R!8!C

!

""&

表 !@形式背景C

!

]2()!@J3+0Z2,=+14'K4C

!

A

!

# 2 ) 3 % O

% w w w w

! w w w w

C w w w w

N w w

$ w w

# w w

图 !@概念格 8!C

!

"

&9Y)!@J=+1='[4,2449='8!C

!

"

@@事实上#即使对象概念集!属性概念集" 是

概念约简#它也不一定是形式背景的基&比如#在

-$N%-第 % 期@@@@@@@@@@@@@@张琴#等$形式背景的基与基数及其性质



例 $ 中# !̂8!C

!

"" ;53

$

#3

B

#3

b

#3

a

#3

%"

#3

%%

7 和

R!8!C

!

"" ;53

!

#3

C

#3

N

#3

$

#3

B

#3

b

7 是 C

!

的概念

约简#但它们不是C

!

的基&为此#我们探讨对象概

念集!属性概念集" 是形式背景的基的等价刻画&

定理 A= 设 C ; !A#Z#G" 为形式背景#

O20?!C" 为C的基数##!C" 为 C的所有基构成

的集合&则下列命题等价$

%" !̂8!C""

)

#!C"%

!"O20?!C" ;[A[%

C" !̂8!C"" ;F!C"&

证明@%"

D

!"&已知 !̂8!C""

)

#!C"#则

由定义C知O20?!C" ;[̂ !8!C"" [&又因为C是

净化背景
#

故 [̂ !8!C"" [;[A[#从而O20?!C"

;[A[&

!"

D

%"& 已 知 O20?!C" ;[ A [# 则

[̂ !8!C"" [;[A[;O20?!C"#并结合引理 %

知# !̂8!C"" 是势最小的概念协调集& 因此

!̂8!C""

)

#!C"&

%"

=

C"&由定义 N 和定理 C 可得&

定理 N 表明若形式背景的基数为对象集的

势#则对象概念集为形式背景的基#反之亦然&

定理 B= 设 C ; !A#Z#G" 为形式背景#

O20?!C" 为C的基数##!C" 为 C的所有基构成

的集合#则下列命题等价$

%"R!8!C""

)

#!C"%

!"O20?!C" ;[Z[%

C"R!8!C"" ;1!C"&

定理 $ 表明若形式背景的基数为属性集的

势#则属性概念集为形式背景的基#反之亦然&

例 I= 表 C 是一个形式背景 C

C

;!A

C

#Z

C

#

G

C

"#其中对象集 A

C

;5%#!#C#N7#属性集 Z

C

;

5##2#)#3#%#O7&图 C 为相应的概念格 8!C

C

"#其

中#%

.

!.;%#6#a" 表示相应概念编号&

表 C@形式背景C

C

]2()C@J3+0Z2,=+14'K4C

C

A

C

# 2 ) 3 % O

% w w w w

! w w w

C w w w

N w

@@ 该形式背景的概念约简为5%

!

#%

N

#%

B

#%

b

7 和

5%

!

#%

#

#%

B

#%

b

7#于是O20?!C

C

" ;N ;[A

C

[#故由

定理 N知 !̂8!C

C

"" ;5%

!

#%

#

#%

B

#%

b

7

)

#!C

C

"&

同时O20?!C

C

" ;N N[Z

C

[;##此时不满足定理$

命题 %"#因此 R!8!C

C

"" ;5%

!

#%

C

#%

N

#%

$

#%

B

#%

b

7

C

#!C

C

"&

图 C@概念格 8!C

C

"

&9Y)C@J=+1='[4,2449='8!C

C

"

结合定理 N 和定理 $#可得如下结论&

推论 ?=设C;!A#Z#G"为形式背景#8!C"

为其概念格&若 !̂8!C""

)

#!C"#则不存在势

比[A[小的概念约简%若R!8!C""

)

#!C"#则

不存在势比[Z[小的概念约简&

推论 @=设C;!A#Z#G" 为形式背景#则下

列命题等价$

%"O20?!C" ;[A[;[Z[%

!" !̂8!C""

)

#!C"#R!8!C""

)

#!C"%

C" !̂8!C"" ;F!C"#R!8!C"" ;1!C"&

推论 C 表明形式背景的基数(对象集的势与

属性集的势三者相等时#对象概念集和属性概念

集都是该形式背景的基#反之亦然&例如#在表 %

中#O20?!C

%

" ;[A

%

[;[Z

%

[;N#故 !̂8!C

%

""

;5)

$

#)

B

#)

b

#)

a

7

)

#!C

%

" 且R!8!C

%

"" ;5)

!

#

)

C

#)

N

#)

#

7

)

#!C

%

"&

结合性质 %(定理 N 及定理 $ 可得如下结论&

推论 A=设C;!A#Z#G" 为形式背景#则下

列命题等价$

%"O20?!C" NZ91![A[# [Z["%

!" !̂8!C""

C

#!C"#R!8!C""

C

#!C"%

C" !̂8!C""

4

F!C"#R!8!C""

4

1!C"&

推论 N 表明当形式背景的基数比Z91![A[#

[Z[" 小时#对象概念集与属性概念集都不是形

式背景的基#反之亦然&这一点可由例 $ 解释&

根据以上研究#形式背景的基与对象概念集(

属性概念集的关系分别如图 N 和图 $ 所示&
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图 N@形式背景的基与对象概念集的关系

&9Y)N@]5'0',249+1759[ ('46''1 45'(27'7+345'3+0A

Z2,=+14'K421? 45'7'4+3+(T'=4=+1='[47

图 $@形式背景的基与属性概念集的关系

&9Y)$@]5'0',249+1759[ ('46''1 45'(27'7+345'3+0A

Z2,=+14'K421? 45'7'4+324409(/4'=+1='[47

A=形式背景的基数与形式背景维数

的关系

@@形式背景的维数的确定与射影几何中的块问

题及组合优化中的集合打包问题(集合覆盖问题

相关+!#C",

& 本节考察形式背景的基数与形式背景

的维数的关系& 首先回顾形式背景维数的相关定

义&

定义 I

+!,

@ 设C;!A#Z#G" 为形式背景#若

二元关系T

7

A=Z满足!5#0"

)

T#!"#$"

)

T#!5#$"

C

T

D

!"#0"

)

T#则称T为&'00'07关

系&进一步#称使得 G;

8

*

)

B

T

*

!T

*

7

A=Z#*

)

B" 成立的&'00'07关系T

*

的最小个数为形式背景

C的&'00'07维数#记为3?9Z!C"&

3?9Z!C" 也可在 C

)

;!A#Z#G

)

" 上刻画#即

3?9Z!C" 等于使得G

)

;

*

*

)

B

T

*

成立的 &'00'07关

系T

*

的最小个数+!,

&

注 ?=如果把形式背景!A#Z#T" 表示为一

个交叉表#则T是一个&'00'07关系当且仅当!A#

Z#T" 通过调整行列可以变成阶梯形+!,

&

若[550

)

Z[!5#0"

)

T7 [5

)

A7 [;9#

则称 &'00'07关系 T是 9阶的&此外#称使得 G

)

;

*

*

)

B

T

*

成立的至多9<%阶&'00'07关系T

*

的最

小个数为形式背景C的9<维数#记为3?9Z

9

!C"&

除此之外#i214'0和h9,,'

+!,还给出偏序集的

9<维数的概念$若偏序集!!#

$

" 可嵌入长度为

9<% 的链的直积#则这些链的最小个数为!!#

$

" 的9<维数#记为 ?9Z

9

!!#

$

"&概念格 8!C"

的9<维数与形式背景C的9<维数相等#即

?9Z

9

8!C" ;3?9Z

9

!C" !C"

例V= !续例#" 在A

C

=Z

C

中取一个二元关系

T;5!%##"#!%#2"#!%#)"#!!##"#!!#2"#!C#2"7#

则形式背景!A

C

#Z

C

#T" 如表 N所示&通过交换表 N

中 #(2所在的列#可以调整成表$所示的阶梯形#因

此T是一个&'00'07关系&因为9;[5#2)##2#27[;

C#故T是一个 C 阶&'00'07关系&

表 N@形式背景!A

C

#Z

C

#T"

]2()N@J3+0Z2,=+14'K4!A

C

#Z

C

#T"

A

C

# 2 ) 3 % O

% w w w

! w w

C w

N

表 $@阶梯形形式背景!A

C

#Z

C

#T"

]2()$@J74290A752['? 3+0Z2,=+14'K4!A

C

#Z

C

#T"

A

C

2 # ) 3 % O

% w w w

! w w

C w

N

@@由于至少需 C 个&'00'07关系做并为 G

C

#因此

3?9Z!C

C

)

" ;C&其中这C个&'00'07关系可以为T

%

;5!!#%"7#T

!

;5!C#3"#!C#O"#!N#O"7#T

C

;

5!%##"# !%#2"# !%#)"# !%#3"# !!##"# !!#2"#

!C#2"7&

进一步#由于至少需 N 个 % 阶&'00'07关系做

并为 G

C

#因此 3?9Z

!

!C

C

)

" ;N&其中这 N 个 % 阶

&'00'07关系可以为 .

T

%

;5!%##"#!%#2"#!%#)"#

!%#3"7#

.

T

!

; 5!!##"# !!#2"# !!#%"7#

.

T

C

;

5!C#2"#!C#3"#!C#O"7#

.

T

N

;5!C#O"#!N#O"7&

设!A#Z#G" 为形式背景#

&

$A

&

%!B"#

*

$Z

&

%!B" !%!B" 表示集合 B的幂集" 为一对映

射&如果它们满足 5G0

=&

5

8 *

0

49

#则称其为

集合 B上的一个集合表示% 如果它们满足

5G0

=&

5

8 *

0;

9

#则称这对映射为集合B上的

一个补集表示+!,

&

引理 @

+!,

@设C为形式背景#8!C" 为其概念

格&则C在 B上有补集表示当且仅当 ?9Z

!

8!C"

$

[B[&
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定义V

+!,

@设C为形式背景#若C在集合B上

有集合表示#则称B的最小势为C的集合维数#记

为 ?9Z!C"&

事实上#形式背景的集合维数与其补背景的

! <维数相等+!,

#即

?9Z!C" ;3?9Z

!

!C

)

"& !N"

形式背景的基数与形式背景的集合维数之间

的关系如下&

定理 I= 设 C为形式背景#则 O20?!C" ;

?9Z!C" ;3?9Z

!

!C

)

"&

证明 @ 由公式 !N" 知#?9Z!C" 等于使得 G

;

*

*

)

B

T

*

成立的%阶&'00'07关系T

*

的最小个数#

即使得G;

*

*

)

B

H

*

=I

*

成立的概念!H

*

#I

*

" 的最

小个数&而O20?!C" 等于势最小的概念约简中概

念的个数#故 O20?!C" ;?9Z!C"&又由公式!N"

知 O20?!C" ; 3?9Z

!

!C

)

"& 因此 O20?!C" ;

?9Z!C" ;3?9Z

!

!C

)

"&

定理 #表明形式背景C的基数等于其集合维

数#同时也等于其补背景的 ! <维数&

推论 B=设C;!A#Z#G" 为形式背景#则对

于任意的!

)

"!C"#C在!上都有集合表示#且

!的最小势为O20?!C"#其中#集合表示为

&

$A

&

%!!"#

&

5 ;5!H

.

#I

.

"

)

![5

)

H

.

7#

*

$Z

&

%!!"#

*

0 ;5!H

U

#I

U

"

)

![

@@0

)

I

U

7&

证明@首先#设!

)

"!C"#由公式!C"和定

理 # 知 O20?!C" ;?9Z

!

8!C

)

"#则 ?9Z

!

8!C

)

"

$

[![&从而由引理 C 知#C

)在!上有补集表示#即

C在!上有集合表示&进一步#由定理 #知!的最

小势为O20?!C"&

其次#证明对于任意的!

)

"!C"#

&

#

*

是C

在!上的集合表示#即证明 5G0

=&

5

8 *

0

49

&

一方面#若
&

5

8 *

0

49

#则存在!H

"

#I

"

"

)

!使

得!H

"

#I

"

"

) &

5

8 *

0#即!H

"

#I

"

"

) &

5且!H

"

#

I

"

"

) *

0#从而 5

)

H

"

且0

)

I

"

#故!5#0"

)

G&

另一方面#假设
&

5

8 *

0;

9

#则对于!中任意的

!H#I"

)&

5都有!H#I"

C *

0&因此#对于任意满

足 5

)

H的!H#I"#都有0

C

I#则可得!5#0"

C

G#与 5G0矛盾&故
&

#

*

是C在!上的集合表示&

推论 $ 表明一个形式背景在其任意概念约简

上都有集合表示#且该集合表示的最小势为该形

式背景的基数&

例 W=!续例 #" 已知 O20?!C

C

" ; N 且

3?9Z

!

!C

C

)

" ;N#由此可解释定理 #&

取C

C

的一个概念约简!;5%

!

#%

#

#%

B

#%

b

7#则

由推论 $可知#C

C

在!上有集合表示
&

#

*

#且!的

最小势为N&映射
&

$A

C

&

%!!"为%

&

5%

B

7#!

&

5%

b

7#C

&

5%

!

#%

#

7#N

&

5%

!

7%映射
*

$Z

C

&

%!!"

为 #

&

5%

B

#%

b

7#2

&

5%

#

#%

B

#%

b

7#)

&

5%

B

7#3

&

5%

#

#%

B

7#%

&

5%

b

7#O

&

5%

!

#%

#

7&

下面用 &'00'07维数刻画形式背景基数的范

围&

定理 V= 设 C;!A#Z#G" 为形式背景#则

3?9Z!C

)

"

$

O20?!C"

$

Z91![A[# [Z["&

证明@由性质%知O20?!C"

$

Z91![A[#[Z["&

现证明 3?9Z!C

)

"

$

O20?!C"&由定理 # 知#

O20?!C" 等于使得 G;

*

*

)

B

H

*

=I

*

成立的概念

!H

*

#I

*

" 的最小个数#即能覆盖G的极大矩形块的

最小个数&3?9Z!C

)

" 等于使得G;

*

*

)

B

T

*

成立的

&'00'07关系T

*

的最小个数#也即做并为G的阶梯

形关系的最小个数&然而#一个极大矩形块必然对

应一个阶梯形关系#但反过来不一定成立#即一个

阶梯形关系可能对应多个极大矩形块& 故

3?9Z!C

)

"

$

O20?!C"&

综上#有3?9Z!C

)

"

$

O20?!C"

$

Z91![A[#

[Z["&

定理B表明形式背景C;!A#Z#G"的基数介

于其补背景的&'00'07维数和Z91![A[#[Z["之

间&

例X!续例#"@对于表C#有Z91![A

C

[#[Z

C

["

;N#O20?!C

C

" ;N且3?9Z!C

C

)

" ;C#显然有C

$

O20?!C

C

"

$

N&

由定理 N(定理 $ 和定理 B 可得如下结论&

推论 I= 设 C;!A#Z#G" 为形式背景#若

3?9Z!C

)

" ;[A[

$

[Z[#则 !̂8!C""

)

#!C"%

若 3?9Z!C

)

" ;[Z [

$

[A[# 则 R!8!C""

)

#!C"&

B=结语

概念约简从概念的角度出发#用极小的概念

集保留形式背景的全部原始信息& 一个形式背景

的不同概念约简中概念的个数可能不同#本文对

概念个数最少的概念约简进行研究& 在定义形式

背景的基(基数(最膨胀概念约简和最压缩概念约

简的基础上#讨论它们之间的关系与性质& 进而#

利用形式背景的基数给出了对象概念集 !属性概

念集" 是基的等价刻画#并阐明一个事实$即使对

-bN%- 西北大学学报!自然科学版"@@@@@@@@@@@@@@@@@第 $# 卷



象概念集(属性概念集是概念约简#它们也不一定

是形式背景的基& 最后#证明了形式背景的基数

等于其集合维数#并介于其补背景的 &'00'07维数

与对象集的势和属性集的势的较小值之间&

形式背景的基在确保形式背景的全部原始信

息的前提下可极大地简化知识表示方式#本文的

研究是有关形式背景的基的基础研究#这方面还

有很多新问题亟待解决& 比如#是否可以不通过

获取所有概念约简再进行判断的方式而直接获取

形式背景的基(关于最膨胀概念约简与最压缩概

念约简的实际应用场景的探索及其价值等& 这些

问题的解决将有助于概念约简理论的完善和应

用#也是未来我们进一步研究的方向&
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<=9'1492<919=2P13+0Z249+197# !"!"# $" !%!"$%b%BA

%bCC)

+!!, 曹丽# 魏玲# 祁建军)保持二元关系不变的概念约

简 +.,)模式识别与人工智能# !"%b# C%!#"$ $%#A

$!N)

OJWF# h>PF# jP..)O+1='[40'?/=49+1 [0'7'0:91Y

(9120;0',249+17+.,)Q244'01 f'=+Y1949+1 21? J04939=92,

P14',,9Y'1='# !"%b#C%!#"$$%#A$!N)

+!C, 谢小贤# 李进金# 陈东晓# 等)基于布尔矩阵的保

持二元关系不变的概念约简 +.,)山东大学学报

!理学版"# !"!"# $$!$"$ C!AN$)

IP>II# FP..# OV>-EI# '42,)O+1='[40'?/=A

49+1 +3[0'7'0:91Y(9120;0',249+17(27'? +1 (++,'21

Z2409K+.,).+/012,+3<521?+1Y819:'0794;!-24/02,

<=9'1='>?949+1"# !"!"# $$!$"$ C!AN$)

+!N, 王霞# 彭致华# 李俊余# 等)一种基于概念可辨识

矩阵的概念约简方法 +.,)计算机科学# !"!%# Nb

!%"$ %!$A%C")

hJ-iI# Q>-iDV# FP.G# '42,)̂ '45+? +3=+1A

='[40'?/=49+1 (27'? +1 =+1='[4?97='019(9,94;Z2409K

+.,)O+Z[/4'0<=9'1='# !"!%# Nb!%"$ %!$A%C")

+!$, 马文胜# 侯锡林)形式概念分析中的同效关系与概

念约简 +.,)计算机科学# !"!C# $"!N"$ #CAB#)

Ĵh <# VW8IF)<2Z''33'=40',249+1 21? =+1='[4

0'?/=49+1 91 3+0Z2,=+1='[4212,;797+.,)O+Z[/4'0

<=9'1='# !"!C# $"!N"$#CAB#)

+!#, DVJW< G# jP..# FP.J# '42,)O+1='[40'?/=49+1

91 3+0Z2,=+1='[4212,;797(27'? +1 0'[0'7'14249:'=+1A

='[4Z2409K+ .,)P14'01249+12,.+/012,+3 2̂=591'

F'20191Y21? O;('01'49=7# !"!C# %N!N"$ %%NBA%%#")

+!B, 魏玲# 赵思雨# 祁建军)对称形式背景及其概念约

简 +.,)西北大学学报!自然科学版"# !"!C# $C

!$"$ BaNAb"!)

h>PF# DVJW< G# jP..)<;ZZ'409=3+0Z2,=+14'K4

21? 947=+1='[40'?/=4+.,).+/012,+3-+0456'74819A

:'0794;!-24/02,<=9'1='>?949+1"# !"!C# $C ! $ "$

BaNAb"!)

+!b, 朱朵朵#任睿思#赵思雨#等)基于不完备背景的 C

类 <>AP<P概念约简 +.,)西北大学学报!自然科学

版"# !"!C# $C!$"$ b!%Ab!a)

DV8EE# f>-f<# DVJW< G# '42,)]50''4;['7

+3<>AP<P=+1='[40'?/=49+1 (27'? +1 91=+Z[,'4'=+1A

4'K47+.,).+/012,+3-+0456'74819:'0794;!-24/02,

<=9'1='>?949+1"# !"!C# $C!$"$ b!%Ab!a)

+!a, 李炎# 赵思雨# 任睿思# 等)保持规则前件信息的

概念约简 +.,)西北大学学报 !自然科学版"#

!"!C# $C!$"$ b"CAb%%)

FPG# DVJW< G# f>-f<# '42,)O+1='[40'?/=49+1

[0'7'0:91Y214'='?'14913+0Z249+1 +30/,'7+.,).+/012,

+3-+0456'74819:'0794;!-24/02,<=9'1='>?949+1"#

!"!C# $C!$"$ b"CAb%%)

+C", .�H>FO# <OV̂ PE]< >)Q2=U91Y[0+(,'Z7# ?9Z'1A

79+1721? 45'4'17+0[0+?/=4+3=+Z[,'4',2449='7+O,

"

Q0+=''?91Y7+3P14'01249+12,O+13'0'1='+1 O+1='[4/2,

<40/=4/0'7)X+,L21+# P42,;$ <[091Y'0# !"!%$ %N!A%$%)
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